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文章 编号 :1005-3085(2010)01-0118-07 
具有 正 负 系数 的 二 阶 非 线性 中 立 型 方程 的 非 振动 准则 


杨 甲山 
(邵阳 学 院 理 学 与 信息 科学 系 ， 湖 南 邵阳 422004) 


摘 E 中 立 型 泛 函 微分 方程 的 振动 性 在 理论 和 应 用 中 有 着 重要 意义 。 本 文 研究 了 一 类 具有 正 负 系数 的 
二 阶 非 线性 中 立 型 时 灌 泛 函 微 分 方程 的 振动 性 ， 利 用 Banach 空间 的 压缩 映 象 原理 和 一 些 分 析 技 
巧 ， 建 立 了 该 方程 非 振动 的 一 些 新 的 准则 ， 并 给 出 了 定理 应 用 的 例子 。 所 得 结论 推广 和 改进 了 现 
有 文献 中 的 一 系列 结果 。 
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关于 中 立 型 时 沾 泛 函 微 分 方程 的 振动 性 和 渐 近 性 的 研究 ， 除 了 在 理论 上 具有 非常 重要 的 意 
义 外 ， 在 实际 应 用 中 也 有 着 非常 重要 的 意义 。 因 此 ， 在 这 一 领域 出 现 了 许多 研究 成 果 中 和 。 众 
所 周知 ， 方 程 的 振动 性 与 方程 正解 的 存在 条 件 密切 相关 ， 因 而 一 些 学 者 对 某 些 方程 是 否 存在 最 
终 正解 的 条 件 作 了 研究 6 9。 近 年 来 ， 在 计算 机 科学 研究 中 出 现 了 一 些 同 时 具有 正 负 系 数 的 中 
立 型 方程 的 模型 ， 使 得 这 类 方程 的 研究 日 益 受到 重视 。 但 我 们 注意 到 具有 正 负 系 数 的 高 阶 中 立 
型 方程 的 非 振动 定理 尚 不 多 见 。 本 文 将 讨论 一 类 形式 更 为 广泛 的 具有 正 负 系数 的 中 立 型 泛 函 微 
分 方程 


d? 
Ale + P(E)z(t — 7) 


m l 
+Y Qtfiz(t - 00) - Y, R;(t)gj(z(t-5;) 2-0, t> to» 0. (1) 
i=l j=1 


这 里 7 > 0, Oi 2 0, ój > 0 (à = 1,2,- TW; 了 = 12, UCF I8)) A 96 390; Th, 1 为 给 定 的 正 
整数 ; P, Qi, Pi € Cl([to, +00), R2» H P(t) Z0; fi, ggj € C(R, R), H.zfi(z) > 0，zgj(z) > 


O(x x 0). 
函数 z(t) 称 为 方程 (1) 的 解 ， 如 果 


z(t) € C([t-1, +00), R), z(t) + P(t)z(t— 7r) € C?([to, +00), R), 
并 且 z(t) 满足 方程 (1)， 这 里 
tı = min [(to — T), Run Uo — ci}, pin (to — 5). 
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方程 (1) YE2E BEER Tr, --o0) (T. > to) 上 的 解 z(t) 称 为 是 正则 的 ， 如 果 它 满足 sup{|zx(t)| : t > 
T) > 0， 对 任意 的 T> T,. TEA) 的 正则 解 称 为 是 振动 的 ， 如 果 它 有 任意 大 的 零点 ， 否 则 ， 
此 正则 解 称 为 是 非 振动 的 。 本 文 的 目的 是 要 建立 方程 (1) 非 振 动 的 车 干 新 的 准则 ， 所 得 定理 改 
进 了 现 有 文献 中 的 一 些 结论 。 为 此 ， 考 虑 如 下 假设 。 

(Hi) fi 9; 均 满足 局 部 Lipchitz 条 件 ， 其 Lipchitz 7 0 29 313079 Lf (B), Lg (B) BAM 
考虑 的 区 域 ; 

(H2) Q(t) 20, R;(t) 2 0, B. 


Too m. 十 co l 
J (t — to) pa (t)dt < +00, i (t — to) X R;(t)dt < +00; 
to i] to j=1 


(Ha) 对 任意 固定 常数 0, RA 
m i 
> aQ) — > R;(t) » 0. 
i=1 j=1 


2 方程 的 非 振动 准则 
下 面 将 建立 方程 (1) 的 几 个 新 的 非 振动 准则 。 为 此 引入 记号 


p = limsup P(t), p= lim inf P(¢), 


i—4oo 


Ly = max { max (Ly (BA)}, max (Lo, (Be) )}}, k = 1,2,3,4,5. 


定理 1 设 方程 (1) 满 足 ( 硬 )-(H3)， 且 0 <5< 1， 并 最 终 有 P(t) > 0， 则 方程 (1) 是 非 振 
动 的 。 
证 明 考虑 Banach 空间 B = (x |x € C(lto, 十 oo0),R) 且 有 界 }，B 上 的 范 数 定义 为 


lzi] = sup |z]. 
t>to 
SB; = {zre B: a < z(t) < A, t> top WB EBHARGATR. LENM A > al > 


0， 并 满足 不 等 式 F 
L-p< A < gyll -P-a Q) 
记 ( 下 面 定理 2 至 定理 5 也 有 类 似 的 记号 ， 将 从 略 ) 
mi = maU), a; = mip(A)), B, = max(g;G)), 6, — min (o; 2))- 


z€B;i 


则 由 定理 条 件 及 (2) 知 ， 存 在 五 >to EG Ath. 


14-3p 
0< P(t) < UE 


十 oo m L E 
[] e-9[X90-3 no] < 3572. (4) 
ti i=l j=i à 
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十 co m l 
o< f G-t)[35mQ9 - 356,0 às < Ai +p- 1, 
tı i—1 j=1 


十 oo 
I (s — to) [3049 - Ya za 


车 定义 算 子 五 : Bi1 一 B 如 下 
1—p- P(t)js(t - 7) (t to) f," [ 5 a 
= x R;(s)g;(z(s — 6;))]ds + fi (s — to) X Qi(s)fi(z(s 一 ci)) 
(T1z)(t) = v i=1 
E 2 R;(s)g(z(s—5;)]ds, t> ti, 
(Tiz)(tı), to < t < tı. 


则 显然 下 > 是 连续 的 。 注 意 定理 的 条 件 和 (5). RIA 
十 oo 
AOS-p+) 6-1) [X a0) - Yl (s) |ds <A, (24. 


另外 ， 由 (3),(6) 及 (2)， 可 得 


(nz)0 2 0-2) - PA > a, 
从 而 ai < Tiz < 41， 因此 元 Bi € Bi. 又 对 任意 的 zl， T2 E B; Mt > ti» 由 (3), (4) 得 
0321)(t) — (7122) (0) 


HE a, = aall + naa = aal f (6-09) [Xe HER (s) |as 


IA 


qollzı — zəll. 


其 中 


T Een e-v [Do Y ninja 
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因此 元 是 Bi1 上 的 压缩 映射 。 Hi Banach 压缩 映射 原理 知 ， 了 在 B11 上 有 唯一 的 不 动 点 xz* = 


Zz*(t)， 显 然 z*(t) 是 方程 (1) 的 有 界 的 正解 。 定 理 证 毕 。 


定理 2 设 方程 (1) WE (H1)-(H3) B-1<p<0, #RZA P(t) < 0， 则 方程 (1) 是 非 振 


动 的 。 


证 明 证明 完全 类 似 于 定理 1。 此 时 只 要 令 B2 = {r € B :az < z(t) < A t > to}， 其 中 常 
A > a > 0， 且 满足 不 等 式 0 < aa < 1+p 和 42 > 和 。 由 定理 条 件 知 ， 存 在 to > to EA 


当 上 之 如 时 ， 有 1 
— < P(t) € 0, 


3 
-1« 2 
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而 且 


[^ -to)| SOA irole < oaa 
t2 Ew $i 2 
ig 
o< f (s — to) JP (s) — Ds, Rj(s) as < a +p)( 42-1), 
十 co 
J (s — to) PEZ s)— YA (s) |ds > 0. 


相应 地 定义 算 子 宛 : B2 > BWF 
1+p— P(t)s(t 7) - (t^ to) fj^ | 2 Qi(s)fi(æ(s — oi)) 
E 3 ets -6)) ]ds + f(s tX 3: Qi). = 00) 


(T27)(t) = i 
— Y Rj(s)g;(z(s — ó,))]ds, t2 tə, 
j=1 
(T27)(t2), to < t < t2. 
定理 证 毕 。 


定理 3 WRIDDERQD) WE (H)-(H)) HEES P EARAA JPO] < Po < 3， 则 方 
F (1) 是 非 振 动 的 。 

证 明 类似 于 定理 1。 只 要 令 Bs = {zx € B :as < r(t) < Az, t > to}， 其 中 常数 4s > as > 
0， 且 满足 不 等 式 


1—- P, ^" p Py 
由 定理 条 件 知 ， 存 在 ts > to， 使 得 当 t > ts 时 ， 有 


[ce — to) | Do PX « ! ti 


十 co m i 
0x f (s — to) | >》 Qi(s) — > 26 已 (|ds < (1 — P5)As — 1, 
3 一 j=1 


十 oo 
f (s -to) [ . o,Qi(s) 一 Y (s) Jas > o. 


i=] 
HEXA T T4: B3 一 B 如 下 
1— P(t)z(t — 7) + (t — to) ri x Qi(s)fi(x(s — oi)) 
€ 2 Rj;(s)g;(x(s — ô;)) |ds + fi. (5 — to)[ » Qi(s)fi(x(s 一 ci)) 
(Tax)(t) zz EN i=1 
iu; X Rj(s)g;(z(s — 5;))]ds, La, 


(132:)(t3), to < t < t3. 


2 


定理 证 毕 。 
定理 4 设 方程 (1) 满足 条 件 (Bi)-(Es)， 且 -oo <p < 五 < -1， 则 方程 (1) 是 非 振动 的 。 
证 明 证 明 完 全 类 似 于 定理 1。 此 时 只 要 令 B4 = {r € B: a4 < z(t) < A, t> to}， 其 中 常 
数 44 > a4 > 0， 且 满足 不 等 式 
-1 


1-p-ó “1+5+6 ^^" 


Q4 < 


这 里 
1+ 
o<ô<- =. 


由 定理 条 件 知 ， 存 在 t4 > to fft tait, p-ó«cP(t «p-ó«-—1, 而 且 


[ew [Zeo HER (s) |ds < - -PHL 


ta 


十 oo m a 
0s f (s — to) | J aQ:(s) — >ema] < pri [1+ (1 +p- ô)as], 
4 i=1 j=1 = 


Ex 6-1) [Deer (s) 一 372,5; (s) |as > o. 


i=1 j=1 
相应 地 定义 算 子 有 4 : B > B 如 下 


TE- HER ats 7 [È Qu — o) 
$ » Rj(s)g;(z(s — õ;)) |ds + pip f. (s— to) [ 3 Qi(s)fi(z(s — oi)) 


(Tn) =4 4 
= »» Rj(s)g;(z(s E 6;)) ]ds, t > t4, 
j=i 


(T42)(t4), to < t < t4. 


这 里 
terze mex[ ex Gn, per t. 
定理 证 毕 。 
定理 5 设 方程 (1) 满足 条 件 (Hi)-(H3), 且 1<p<5< +oo， 则 方程 (1) 是 非 振动 的 。 
证 明 证 明 完全 类 似 于 定理 1。 此 时 只 要 令 Bs = {z EB :as < z(t) < hs, t> to}， 其 中 常 
数 45 > as > 0， 且 满足 不 等 式 


1 t€ 
0 < as X 一 一 A; 和 ND AUGUE 
p-e p—e 


这 里 
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由 定理 条 件 知 ， 存 在 此 >to 8At tst, Ep-e<Pt)<pP+e 而 且 


1 


fe- [Ziee«Y& (]as < &-2—1, 


5 


Too m 
0< f (s — to) | >》 aQ:ls) = Y4,5)]as < (p — &e)As — 1, 
5 i—1l j—1 


Too 
/ (s — to) [> QiQi(s) 一 > R;(s) Jas > >0. 
ts i=1 
相应 地 定义 算 子 丰 : Bs 一 B 如 下 
PEED t Earn er | 22 Qile) file(s = 02) 


E 2 Ri(s)gji(z(s — 6;))]ds + pd f (s — to) [ 2 Qi(s)fi(z(s — oi)) 
l 


(T5x)(t) = 
= » R;(s)g;(z(s —0,))]ds, t2 ts, 
pa 
(T5x)(ts), to < t < t5. 
这 里 
t 十 了 之 如 十 max { Bax oi, mex (55) i 
定理 证 毕 。 


注 OR [5] "PRU HE EGRE EEG SOE RE 1 FESH R;(t) 80, m— 1, f(x) = s RIFE 
况 ， 本 文 定理 将 其 推广 到 了 具有 正 负 系数 的 非 线 性 的 情形 。 
例 考虑 方程 
d2 
3g [20 + P(E)z(t - 7) + (3+; Zet -a)i- Žel - 8)? = 0. 


其 中 P(t) 满足 定理 1 至 定理 5 中 的 相应 条 件 ， 此 时 


1 1 2 
Q- 3-420 R)-420 


十 co Too 
f (t — 1)Q(dt « t, f (t — 1) R(£)dt < +00, 
1 1 


H.aQ(t) - R(t) 2 0 对 一 切 a > 0, t 2 ?-* 成 立 。 因 此 上 述 方 程 是 非 振 动 的 。 但 文献 [5] 和 文 
献 [6] 等 中 的 定理 对 此 方程 均 无 效 。 
此 例 说 明 ， 本 文 定 理 推广 并 改进 了 现 有 文献 的 结果 ， 因 此 本 文 定理 更 具有 普遍 性 。 
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Nonoscillation Criteria for Second Order Nonlinear Neutral 
Equations with Positive and Negative Coefficients 
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Abstract: The oscillation of neutral functional differential equations has important implications in 
both theory and application. We study the oscillation of a class of second order nonlinear neutral delay 
functional differential equations with positive and negative coefficients. Using the Banach contraction 
mapping principle and some analytic techniques, some new nonoscillation criteria for the equation are 
established, and illustrative examples are given. Existing results in the literature are improved and 
extended. 

Keywords: positive and negative coefficient; neutral functional differential equation; nonlinear; oscil- 
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